EL ALGEBRA DE PROPOSICIONES
Y LA LOGICA DEL DESCUBRIMIENTO

Hace unos anos Vicente Mufoz publico una breve nota en la Que
daba cuenta de los ultimos planteamientos en torno al problema de la
légica inductiva (Mufioz 1972). En aquella ocasién, como tantas otras
veces, demostraba su capacidad de sintesis, y su constante inquietud
por divulgar en Espana los estudios mas avanzados de logica y metodo-
logia de la ciencia. Con su espiritu abierto, su abundante erudicién y
sus dotes para la exposicién y la enseianza ha contribuido a que muchos
otros nos interesaramos por el analisis l6gico y la filosofia cientifica. Sir-
van estas paginas de homenaje personal y prueba de agradecimiento.

Para precisar nuestro tema tomaré pie de la distincién a que aludia
Mufioz en el articulo mencionado: en el problema de la induccién (aqui
diremos, situando la cuestién en términos mas generales: en el problema
del analisis del descubrimiento cientifico) deben distinguirse dos aspec-
tos, el propiamente légico y el gnoseologico o epistemolégico. Quiza ca-
bria ahadir que en la metodologia de la ciencia del siglo XX las discu-
siones se han centrado en torno al segundo aspecto. El resultado ha sido
un cambio de perspectiva en el tratamiento del problema de la induccién
gue no residira ya en la justificaciéon del conocimiento obtenido por in-
duccién, sino en la evaluacion y reglas para la aceptacién de hipétesis,
independientemente de cualquier cuestién relativa al descubrimiento o
formulacién de éstas. Tal es en efecto el diagnéstico de Lakatos en su
valioso trabajo titulado precisamente «Cambios en el problema de la
légica inductiva» (Lakatos 1968) del que se hacia eco Muiioz.

Hay algunos autores, sin embargo, que han hecho hincapié en lo que
cabe seguir llamando los aspectos estrictamente légicos del proceso
del descubrimiento cientifico. Tal es el caso de Hanson (1958). Segun
esfe autor, si la pregunta caracteristica de la problematica actual de la
induccién es del tipo «icuales son las razones por las que se acepta una
hip6tesis?», la pregunta caracteristica de lo que deberia entenderse es-
trictamente por una ldgica del descubrimiento es del tipo «jcuales son
las razones por las que se propone una determinada hipétesis como po-
sible explicandum para un problema?».

Segun Hanson, es posible distinguir diversas posiciones ante esta ul-
tima pregunta. La posicion inductivista clasica responderia que las hi-
poétesis se formulan como generalizaciones a partir de la experiencia por
induccién simple. De acuerdo con el modelo hipotético-deductivo de la
explicacién cientifica (y por lo tanto con los planteamientos actuales de
la induccién) la respuesta podria ser o bien que se trata de un problema
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de la psicologia del descubrimiento sin interés légico ni metodolégico,
o bien que las razones por las que se propone una hipétesis son del mismo
tipo que aquellas por las que se acepta una hipdtesis ya formulada: por-
que se espera que sea confirmada por los hechos (en el caso de la me-
todologia popperiana habria que decir «porque se espera que sea COrro-
borada~, 1o cual conlleva suponer que la hipétesis tiene un elevado con-
tenido informativo y ciertas posibilidades de salir con éxito de los seve-
ros controles empiricos a los que se la va a someter: en cualquier caso
se trata del mismo tipo de razones que el popperiano aduciria para acep-
tar una hipétesis ya propuesta). Por ultimo el propio Hanson, siguiendo
a Peirce y a Aristételes, considera que es posible otro tipo de respuesta
a la pregunta caracteristica de la logica del descubrimiento: las razo-
nes por las que se propone una hipétesis son de naturaleza légica, no
psicolégica, y no se reducen a las razones por las que se acepta una
hipétesis previamente formulada ni al principio clasico de induccién a
partir de la experiencia. El objetivo de la légica cel descubrimiento, o
légica de la retroduccién (de la abduccién, en terminologia de Peirce)
seria precisamente llevar a cabo el analisis 16gico de esta operacion in-
telectual.

Hanson apoya su intuicién en ejemplos histéricos, en especial en el
del descubrimiento de las leyes de Kepler, asuntc éste del que se ha
ocupado en repetidas ocasiones. El ntucleo de sus ideas se puede resu-
mir de la siguiente manera: el proceso del descubrimientc cientifico se
caracteriza por partir de la constatacion de un acontecimiento que re-
sulta extrafio o problematico. Al formular una hipotesis para explicarlo
lo que se hace es buscar alguna proposicién tal que de ella se derive,
como consecuencia légica, el enunciado que describe el acontecimiento
que originé el problema, pero de tal manera que, una vez deducido de
la hipétesis, deje de resultar extraio.

No es mi intencién entrar aqui a discutir las ideas de Hanson, en
las cuales me parece que se hallan todavia mezclados aspectos estricta-
tamente légicos con otros de tipo gnoseolégico y hasta psicolégico (po-
siblemente como consecuencia del excesivamente laxo concepto de la
légica que mantenia Hanson, como buen wittgensieiniano). Quiero sin
embargo tomar de él la idea general —que me parece fructifera— de
que en el proceso del discubrimiento cientifico hay aspectos susceptibles
de un analisis 16gico formal.

Un ejemplo ya clasico de cémo se puede realizar este analisis es el
trabajo de Polya sobre el razonamiento plausible (Polya, 1953). Desde
entonces el tema de la légica retroductiva, o de la inferencia plausible,
se ha mantenido vivo en a literatura especializada (Rescher 1976}, co-
nectado en muchas ocasiones con los problemas de la légica inductiva
o con los nuevos enfoques de la teoria de los corjuntos borrosos, que
parece apta para clarificar un tipo de razonamiento parecido: el llama-
do aproximate reasoning (Zadeh 1975).

Aqui me limitaré a esbozar una posible via de clarificacién de los
problemas légicos presentes en el proceso del descubrimiento cientifico,
basandome en el algebra booleana de las proposiciones. La idea consiste
en poner de manifiesto que, a partir de las propiedades de un reticulo
booleano de proposiciones no sélo se puede dar un contenido preciso a
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nociones como las de sistema deductivo o ieoria, y las de consistencia
y completud de una teoria, sino que también se puede, igualmente, acla-
rar los conceptos de sistema retroductivo o campo de hipétesis, y algunas
propiedades de estas entidades conceptuales, en especial las que llama-
remos su relevancia y su discriminatividad o caracter basico.

Antes de entrar definitivamente en materia conviene hacer una ad-
vertencia sobre la diferencia de enfoque entre nuestro objetivo y el de
la teoria carnapiana de la confirmacién de hipétesis o la popperiana
de la corroboracién de teorias. La diferencia mas aparente se puede cons-
tatar en el hecho de que aqui no utilizaremos en ningtin momento el
concepto de probabilidad de una proposiciéon (lo cual nos resulta tanto
méas factible cuanto que nos vamos a limitar al nivel de la légica de
proposiciones no analizadas, es cierto; pero pienso que el enfoque es
generalizable a otros niveles mas potentes del analisis logico). Sin em-
bargo, tanto en Carnap como en Popper, la nocién de probabilidad (o
improbabilidad) légica de una proposicion resulta central para clarifi-
car la posible parte de una légica de! descubrimiento que acompaifa a
sus teorias de la induccion o del desarrollo cientifico. Bunge (1963, 1974)
ha realizado criticas pertinentes a este uso del concepto de probabilidad
aplicado a proposiciones. Cabe ademas sefialar que la introduccién de
este concepto (la probabilidad o improbabilidad de una proposicién) es
una puerta abierta para que se mezclen y confundan de nuevo aspectos
légicos, epistemolédgicos y psicolégicos en el tratamiento de la logica del
descubrimiento. Uno de nuestros objetivos es precisamente demostrar
que se pude clarificar en gran medida el proceso de la inferencia retro-
ductiva (la logica del descubrimiento) sin aludir para nada a cuestiones
gnoseologicas relacionadas con la verdad de las proposiciones (con la
evaluacion de una hipotesis, etc.). Desde luego con ello no pretendemos
agotar el tema, pero habremos dado un paso mas en su clarificacién.

1. El dlgebra de la légica de proposiciones.

Recordemos que un algebra booleana de proposiciones se puede ca-
caracterizar como una estructura

B:df[P’ t, ¢, /\, \/, _—i,z]

con las siguientes propiedades:

a) P es un conjunto finito no vacio de proposiciones y = es una re-
cion de equivalencia en P congruente para las operaciones de la estruc-
tura B.

(b) t y ¢ son elementos caracteristicos de la particion P/= neutros
respectivamente para las operaciones A\ y V.

(c) N\ y \ son operaciones binarias internas en P, asiociativas, con-
mutativas y mutuamente distributivas (y por lo tanto con las propie-
dades de idempotencia y absorcién).

{d) 771 es una operacién monaria interna en P, o funcién de comple-
mentacién, tal que para cualquier p e P: p V “p=ELpATIPEC

Universidad Pontificia de Salamanca



190 MIGUEL A. QUINTANILLA

La estructura B constituye un reticulo distributivo y complementado
para la relacién de orden parcial que simbolizaremos por --» y que pue-
de interpretarse como la relacién de implicacién légica entre propo-
siciones, y definirse, para cualesquiera p,q = P:

p—>q=dfp AqQ=P

La relacién de implicacién es reflexiva, antisimétrica y transitiva. El
conjunto P queda pues parcialmente ordenado por ella, y presenta las
siguientes propiedades relevantes:

Para cualquier proposicion p3s P, ¢ —> p, p —> t.
Para cualesquiera p, q, e P,p A q—>p,p—>q V q.

No hace falta decir que t y ¢ representan, respectivamente, la clase
de las proposiciones tautolégicas y contradictorias (una vez evaluadas
respecto a sus posibles valores veritativos), y que las operaciones A, V
¥y =} son respectivamente la conjuncién, disyuncién y negacién proposi-
cionales.

Dado un conjunto de proposiciones P y una proposicién p ¢ P, po-
demos definir un reticulo booleano en P, y caracterizar en ese reticulo
las nociones de consecuencia légica de p y de premisa de la que p
es una consecuencia légica sin necesidad de utilizar ni tablas de valores
veritativos ni, por lo tanto, ninguna nocién gnoseoldgica de verdad o
falsedad. El conjunto de las consecuencias de p serd el conunto Pc < P
tal que para cualquier pce P°, p —> p¢. Y el conjunto de las premisas
de p seré4 el conjunto PP ¢ P tal que para cualquier pre PP, pP —> p.

Adelantemos que las nociones de consecuencia y premisa de una pro-
posicién son duales y que esta dualidad nos puede servir de guia para
el analisis de la retroduccioén.

En un algebra finita de proposiciones existen procedimientos de deci-
sibn para el problema de calcular el conjunto de todas las premisas y
todas las consecuencias de una proposicién dada. La base del procedi-
miento es la teoria de las formas normales comrpletas, que se pueden
caracterizar a partir del concepto de constituyentes minimos o atémos
de un reticulo booleanoc (o correlativamente, a partir del concepto de
constituyentes maximos). Veamos un ejemplo.

Supongamos un conjunto inicial de dos proposiciones {p,, pg}_ A
partir de él se puede generar un reticulo booleano de 16 proposiciones
diferentes (o, si se prefiere hablar asi, de 16 clases de equivalencia pro-
posicional). En este reticulo existen unos elementos minimos o atomos
formados por las conjunciones elementales pi A Pz, P1 A ~ 1 P2, 1 P1A Pz,
=1 P: A —}P: Los designaremos mediante los signos ct,, ct; cts, cts. (Los
constituyentes maximos son duales de los minimos: p: \/ Pz P1 \/ =] P2
etcétera; pero no los utilizaremos aqui).

Caracteristicas de los constituyentes minimos son las siguientes:
@) Para cualquier p ¢ P hay unct; talquecy —-> p.

(b) Para cualesquiera p; ct;, si p, —> cy entonces o bien p; =ct; 0
bien p; = c. (Por consiguiente para cualesquiera cr; ct;, ct, A ctj = c: de
ahi el nombre de atomos o constituyentes minimaos).
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(c) Cualquier proposicién es equivalente a la disyuncién de un con-
junto de constituyentes minimos (que componen la forma normal dis-
yuntiva completa de esa proposicién). Al conjunto de constituyentes cu-
ya disyuncién es equivalente a la proposicién p, lo designaremos por
CT(p). Es facil demostrar las siguientes propiedades:

CTp) =0 ssi p=c¢

CT(p) = U ssi p=t (U representa al conjunto de todos los constitu-
yentes del reticulo booleano).

CT(p A q) == CT(p) U CT(q)
CT(p V q) = CT(p) N CT(q)
CT(—1p) = — CT(p)

Por consiguiente es facil comprobar que p > q ssi CT{p) ¢ CT(q).
De ahi que para calcular todas las consecuencias de una proposicién
p baste con poner a p en forma normal disyuntiva completa y construir
todas las posibles disyunciones de p con constituyentes minimos no in-
cluidos en CT(p). Cada una de las formas normales completas asi obte-
nidas representara una clase de proposiciones equivalentes que son con-
secuencias de p. De forma paralela, para construir el conjunto de todas
las premisas de p basta construir todas las combinaciones disyuntivas
de todos los constituyentes incluidos en CT(p). Cada una de éstas repre-
senta una clase de proposiciones equivalentes que son premisas validas
para p (de las cuales p es una consecuencia valida). (Mas detalles en
Quintanilla 198...).

Este ejemplo sencillo demuestra que, al nivel de la légica de propo-
siciones, el problema de la retroduccién (la buisqueda de premisas para
la deduccién de una proposicion) es de la misma naturaleza légica que
el problema de la deduccién (el calculo de las consecuencias de una
proposicién). Esto nos sugiere la posibilidad de generalizar algunos pro-
cedimientos y conceptos de la légica deductiva a la correspondiente teo-
ria de la retroduccién.

2. Sistemas deductivos y sistemas retroductivos.

A partir del algebra booleana de las proposiciones podemos cons-
truir la nocion de sistema deductivo, o teoria, definiendo este concepto
como un filtro en un reticulo booleanc. De forma dual podemos definir
un sistema retroductivo o campo de hipétesis para una proposicion co-
mo un ideal en el reticulo booleano. Recordemos previamente las no-
ciones de filtro e ideal en reticulos booleanos (Rassiowa-Sikorski, 1968).

Dado un reticulo booleano B, decimos que un filtro F es una su-
estructura de B.

::df [ PF, B] (con pf < P)
tal que:
. F F
(@) Si p; p;e P, entonces p; A pj ¢ P

() Sip; ¢ PF,peP, y p. —> p; en B entonces p; ePF
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Dado un conjunto de proposiciones iniciales {p,, Pes - P }decimos que
el filtro generado por éstas constituye una teoria (cuya bease axiomatica
€S py, pe, » ). Desde esta perspectiva es posible identif.car las nocio-
nes de filtro en un reticulo booleano, sistema deductivo y teoria (Quin-
tanilla 198...).

La nocién de ideal en un reticulo booleano es dual de la de filtro.
Asi pues, dado un reticulo booleano B, decimos que la subestructura

I = af [p’ , B]es un ideal de B ssi:
(@) Sip; p;ePl, entoncesp; V p; ¢ PI,
(b) Sip; eP!, pieP, y pp —> p; en B, entonces p; PI.

Dado un conjunto de proposiciones basicas { p,, py, ... p | decimos que
el ideal generado por éstas constituye un sistema retroductivo o campo
de hipétesis para el conjunto { Pis P2s s P } (que representan los «datos»
para cuya explicacién se busca una hipétesis). Desde esia perspectiva
es posible identificar las nociones de ideal en un reticulo booleano de
proposiciones, sistema retroductivo y campo de hipétesis.

La dualidad entre filtros e ideales puede exp.otarse para el trata-
miento de algunas cuestiones metalogicas como las de la consistencia
y completud de una teoria (paralelamente la relevancia y discriminati-
vidad o caracter béasico de un campo de hipdtesis). Para ello necesita-
mos algunas nuevas definiciones.

Diremos que un filtro (ideal) es el reticulo B es proprio ssi el con-
junto de las proposiciones que pertenecen a él estd propiamente incluido
en (es decir no es ideéntico a, pero estda incluido en) el conjunto P del
reticulo booleano B. Puede demostrarse que un filtro (ideal) propio en
B excluir4 como minimo a la case ¢ (t) de las proposiciones contradi-
torias (tautolégicas).

Dado un filtro (ideal) propio en un reticulo B, decimos que es un
filtro (ideal) mdximo ssi cualquier otro filtro (ideal) propio esta incluido
en él. Es facil demostrar que un filtro (ideal) méximo tiene como ele-
mento infimo {(supremo) uno y sélo uno de los constituyentes minimos
(uno y solo uno de los constituyentes maximos) del reticulo.

Pues bien, dadas estas definiciones, se puede demostrar que una
teoria es consistente ssi es un filtro propio. Y que una teoria consisten-
te es completa ssi es un filtro maximo. La propia definicién de filtro
propio (gue excluye la clase de las proposiciones contradictorias) da
cuenta de la identidad entre teorias consistentes y filtros propios. Res-
pecto a la completud, podemos definirla como una proriedad de una
teoria T en un reticulo booleano B tal que para cualquier proposicién

e B vale que o bien pe7 o bien —jpe 7. A partir de aqui es
facil demostrar que cualquier filtro maximo en B incluye o bien a p o
bien a —p., (recuérdese las propiedades de las formas normales disyun-
tivas completas, en especial que CT (—yp) == — CT(p) ).

Por dualidad podemos construir el concepto de campo relevante de
hipétesis como un ideal propio en un reticulo booleano de proposiciones.
De la misma manera que los filtros propios excluyen las proposiciones
contradictorias, los ideales propios excluyen las tautologias. Llamar a
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esta propiedad <«relevancia de un campo de hipétesis» viene motivado
por lo siguiente: si la base para la retroduccion fuera una proposicién
tautolégica cualquier hipétesis arbitraria seria igualmente valida o plau-
sible. Es justamente la situaciéon que se corresponde con lo que ocurre
en una teoria cuando la base es contradictoria: podemos deducir cual-
quier proposicién como consecuencia. Con otras palabras: las tautolo-
gias son irrelevantes en el contexto del descubrimiento de la misma ma-
nera que las contradicciones son funestas en el de la justificacion.

Pienso que esta idea de la relevancia de un campo de hipotesis puede
arrojar alguna luz sobre ciertos requisitos metodoldgicos generalmente
aceptados (la prohibicién de la proliferaciéon de hipétesis ad hoc, de las
explicaciones circulares o «aproristicas», etc.) que podrian resumirse en
el siguiente principio general: las tauvtologias no representan hechos o
datos relevantes para la ciencia. (Naturalmente, esto se refiere a las
ciencias factuales y puede entenderse como una consecuencia de la hi-
potesis general de que la légica no tiene nada que ver con los hechos
(Bunge 1974)). Dicho con otras palabras: sélo si un sistema retroductivo
es relevante en el sentido indicado, podra constituir un campo de hi-
pétesis interesante para el descubrimiento cientifico, porque sélo en
ese caso estaremos constreiidos a considerar plausible alguna de las
hipétesis lo6gicamente posibles y a excluir otras.

También la nociéon de discriminatividad completa de un sistema re-
troductivo tiene interés. Diremos que un sistema retroductivo es com-
pletamente discriminativo (o bdsico) si es un ideal maximo. El interés
de esta nocién para la légica de la retroduccién reside en lo siguiente:
en un ideal maximo I, vale que, para cualquier proposicién p, o bien p
o bien — p pertenece a I. Correlativamente, dado un campo de hipote-
sis H, si H es basico en el sentido indicado, vale que para cualquier pro-
posicién p, o bien p ¢ H o bien — p ¢ H. Traducido a términos del
proceso de descubrimiento de hipoétesis, un sistema completamente dis-
criminativo es aquel que excluye el minimo de hipétesis, situacién que
parece relevante para fundar la légica de la induccién por eliminacion
o para aclarar los experimentos cruciales.

Por ultimo, es facil establecer algunas relaciones entre las propie-
dades de los sistemas deductivos y los retroductivos (teorias y campos
de hipdtesis):

(a) Un sistema retroductivo irrelevante incluye las mismas proposi-
ciones de una teoria inconsistente (todas las proposiciones del reticulo
booleano).

(b) Si un campo de hipétesis H con base X es relevante, existe al
menos una teoria consistente T talque X ¢ T.

(c) Si un campo de hipotesis H con base X es completamente discri-
minativo (o basico) existe una teoria consistente y completa que es
incompatible con X (tal que—] X e T).

3. La naturaleza de la inferencia retroductiva.

Uno de los obstaculos que tradicionalmente se oponen al anéalisis
l6gico de la retroduccion reside en la confusion de los problemas logicos

13
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relacionados con la inferencia y los problemas epistemolgicos relacio-
nados con la verdad. El origen de esta confusién esta seguramente en
la falta de precisién al tratar cuestiones como la de la verdad légica.
En efecto, si se adopta la definicién de inferencia deductiva como aque-
lla que partiendo de premisas verdaderas obtiens conclusiones verda-
deras, es imposible trasladar esta forma de definicién al caso de la in-
ferencia retroductiva. La misma dificultad se encuentra con la nocién
de verdad logica si ésta se entiende como una propiedad intrinseca de
determinadas proposiciones, comparable a la vercdad de las proposicio-
nes contingentes. Desde el enfoque que hemos seguido aqui, la teoria
de la inferencia puede plantearse en términos algebraicos que no tie-
nen nada que ver con el concepto de verdad. Naturalmente ello no obsta
para que pueda introducirse después la nocién de verdad de una propo-
sicién de tal manera que se recupere, sin peligros de confusién, la no-
cién tradicional de inferencia deductiva. Para ello basta considerar la
evaluacién veritativa de una proposicién como una funcién del conjun-

to P de proposiciones sobre un conjunto binario{ 1,0 } (si nos movemos
en el ambito de la légica clasica bivalente), donde 1 puede representar
lo verdadero y 0 lo falso. En tal caso podemos decir que las reglas de
deduccién garantizan que si la evaluacion de las premisas de una in-
ferencia es 1, la de la conclusién también es 1. Por otra parte las pro-
posiciones tautolégicas serian aquellas cuya evalucién es siempre 1 (cual-
quiera que sea la evaluacién de sus componentes), y las contradictorias
aquellas cuya evaluacién es siempre 0. En cualquier caso la significa-
cién gnoseolégica de la evaluacién veritativa es algo independiente de
su estructura algebraica.

Desde este punto de vista la retroduccién no implica ningin riesgo
de falacia ldgica: su objetivo no es formalizar una inferencia desde pro-
posiciones que representan datos a proposiciones que sean verdaderas,
sino a proposiciones hipotéticas de naturaleza tal jue, a partir de ellas,
puedan deducirse las primeras. Las hipétesis que cumplan este requi-
sito pueden en principio recibir el nombre de hipétesis plausibles para
explicar los hechos que nos sirven de punto de partida. Naturalmente
esto implica que en la retroduccion puede considerarse plausible una
proposicion contradictoria. Pero esto no constituye ninguna fatalidad,
porque nuestro objetivo no es encontrar proposiciones verdaderas, sino
plausibles. La evaluacién de su verdad es un asunto posterior que inclui-
ra el control deductivo y empirico. Pero con ello entramos en el campo
de la evaluacién de hipo6tesis, no en el de su descubrimiento. Esta forma
de entender la logica de la inferencia retroductiva parece coherente con
la propuesta de Hanson.

Sin embargo, para formalizar lo que podriamos llamar el proceso de
la «retroduccién natural» sera preciso (como ocurre al formalizar la «de-
duccién naturals) incorporar una teoria de la evaluacién veritativa de
las proposiciones que se infieren retroductivamente. Las condiciones de
una tal teoria (necesaria para completar el analisis del razonamiento
plausible) no podemos establecerlas aqui. Apuntemos solamente que
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EL ALGEBRA DE PROPOSICIONES 185

una posible via de avance en este terreno seria una teoria de la verdad
parcial de la que me he ocupado en Quintanilla 1979, siguiendo las pro-
puestas de Bunge 1974, vol. II.
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